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Complexe de poids des varie´te´s alge´briques re´elles avec action
Fabien Priziac
Re´sume´
En utilisant la fonctorialite´ du complexe de poids de C. McCrory et A. Parusin´ski -
qui induit un analogue de la filtration par le poids pour les varie´te´s alge´briques complexes
sur l’homologie de Borel-Moore a` coefficients dans Z2 des varie´te´s alge´briques re´elles-, on
de´finit un complexe de poids avec action sur les varie´te´s alge´briques re´elles munies d’une
action d’un groupe fini. Mettant l’accent sur le groupe a` deux e´le´ments, on e´tablit ensuite
une version filtre´e de la suite courte de Smith pour une involution, tenant compte de la
filtration Nash-constructible qui re´alise le complexe de poids avec action. Son exactitude est
implique´e par le de´coupage d’une varie´te´ Nash munie d’une involution alge´brique le long
d’un sous-ensemble syme´trique par arcs.
1 Introduction
Dans [3], P. Deligne a e´tabli l’existence d’une filtration dite par le poids sur la cohomologie
rationnelle des varie´te´s alge´briques complexes. Un analogue de cette filtration sur l’homologie
de Borel-Moore a` coefficients dans Z2 des varie´te´s alge´briques re´elles a e´te´ introduit par B.
Totaro dans [17]. En utilisant un crite`re d’extension de foncteurs de´finis sur les varie´te´s lisses
de F. Guille´n et V. Navarro Aznar ([6]), C. McCrory et A. Parusin´ski ont montre´ dans [14]
l’existence d’un complexe de chaˆınes filtre´ nomme´ de poids, de´fini a` quasi-isomorphisme filtre´
pre`s, fonctoriel sur la cate´gorie des varie´te´s alge´briques re´elles et induisant la filtration par le
poids de Totaro. La suite spectrale de poids re´elle ne converge pas de`s l’ordre deux (contrai-
rement a` son homologue complexe), et McCrory et Parusin´ski mettent en e´vidence la richesse
des informations qu’elle contient -par exemple les nombres de Betti virtuels ([13])-, tout en en
enrichissant la compre´hension, en re´alisant par exemple le complexe de poids de`s le niveau des
chaˆınes par une filtration ge´ome´trique. Leur filtration Nash-constructible -de´finie en utilisant
les fonctions Nash-constructibles- l’e´tend a` la cate´gorie des ensembles et morphismes AS ([9],
[10]), e´tablissant la fonctorialite´ des objets “de poids” par rapport aux applications continues
avec graphe AS.
Mots-cle´s : filtration par le poids, varie´te´s alge´briques re´elles, action de groupe, suite exacte de Smith,
ensembles syme´triques par arcs, fonctions Nash-constructibles, varie´te´s Nash.
2010 Mathematics Subject Classification : 14P25, 14P10, 14P20, 57S17, 57S25
Travail issu d’une the`se effectue´e au laboratoire IRMAR (Institut de Recherche Mathe´matique de Rennes),
au sein de l’Universite´ de Rennes 1, et partiellement finance´ par le projet ANR-08-JCJC-0118-01.
1
ar
X
iv
:1
21
1.
41
52
v2
  [
ma
th.
AG
]  
12
 D
ec
 20
13
Dans cet article, on conside`re des varie´te´s alge´briques re´elles munies de l’action d’un groupe
fini. On met alors a` profit la fonctorialite´ du complexe de poids pour le munir de l’action in-
duite (the´ore`me 3.7). D’une part, la finitude du groupe, impliquant l’existence d’une re´solution
des singularite´s e´quivariante, d’une compactification e´quivariante et d’un lemme de Chow-
Hironaka e´quivariant ([4], remarque 3.6), nous permet de montrer, en utilisant une version
avec action du crite`re d’extension de Guille´n et Navarro Aznar (the´ore`me 3.5), l’unicite´ (a`
quasi-isomorphisme filtre´ e´quivariant pre`s) du complexe de poids avec action. D’autre part,
l’e´quivariance des ope´rations de base sur les chaˆınes semi-alge´briques a` supports ferme´s nous
permet de le re´aliser via la filtration ge´ome´trique/Nash-constructible, munie de l’action induite
e´galement par fonctorialite´ (remarque 3.9).
Dans la suite de l’article, on souhaite comprendre plus en avant les chaˆınes invariantes sous
l’action, et notamment la compatibilite´ de la suite exacte courte de Smith avec la filtration
Nash-constructible. Pour cela, on se concentre sur le cas du groupe a` deux e´le´ments, pour
lequel cette e´tude se re´ve`le de´ja` tre`s inte´ressante. On montre ainsi que l’on peut avoir un
certain controˆle sur la re´gularite´ du de´coupage d’une chaˆıne invariante propose´ par la suite
exacte de Smith d’une involution. Pre´cise´ment, on e´tablit que, pour tout entier α, on peut
e´crire une chaˆıne invariante de degre´ α (vis-a`-vis de la filtration Nash-constructible) comme la
somme de sa restriction a` l’ensemble des points fixes, d’une chaˆıne de degre´ au plus α + 1 et
de l’image de celle-ci par l’involution (proposition 5.2).
Pour parvenir a` ce re´sultat, on re´duit la question au cas d’une varie´te´ Nash affine compacte
connexe munie d’une involution alge´brique (non triviale). On prouve qu’un tel objet peut eˆtre
de´coupe´ le long d’un sous-ensemble syme´trique par arcs en deux morceaux semi-alge´briques
e´change´s sous l’action (the´ore`me 4.1).
Enfin, en guise d’interpre´tation de cette suite exacte courte de Smith Nash-constructible,
on montre que dans le cas d’une varie´te´ alge´brique compacte munie d’une action libre, l’iso-
morphisme entre les chaˆınes invariantes et les chaˆınes du quotient, qui est alors syme´trique par
arcs, est compatible avec la filtration Nash-constructible (proposition 5.6).
On de´bute cet article en munissant, dans la partie 2, le complexe des chaˆınes semi-alge´briques
a` supports ferme´s d’une varie´te´ alge´brique re´elle munie d’une action de groupe, de l’action in-
duite. On remarque alors l’e´quivariance de la fonctorialite´ des chaˆınes semi-alge´briques, ainsi
que celle des ope´rations de restriction, d’adhe´rence et de tire´ en arrie`re.
C’est dans la partie 3 que le complexe de poids des varie´te´s alge´briques re´elles avec action
d’un groupe fini est muni de l’action induite par fonctorialite´. Y est e´galement e´tablie son
unicite´ a` quasi-isomorphisme filtre´ e´quivariant pre`s, en utilisant l’analogue avec action du crite`re
d’extension de Guille´n et Navarro Aznar.
L’existence d’un de´coupage d’une varie´te´ Nash munie d’une involution alge´brique le long
d’un sous-ensemble syme´trique par arcs est e´nonce´e et de´montre´e dans la partie 4. On l’utilise
ensuite dans la partie 5 pour e´tablir notre suite exacte courte de Smith Nash-constructible,
pour laquelle on y donne aussi notre interpe´tation dans le cas compact sans point fixe.
Remerciements. L’auteur souhaite remercier M. Coste, G. Fichou, F. Guille´n, T. Limoges,
C. McCrory et A. Parusin´ski pour de fructueux discussions et commentaires.
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2 Chaˆınes semi-alge´briques et action de groupe
Conside´rant une action sur un ensemble semi-alge´brique localement compact, on munit le
complexe de ses chaˆınes semi-alge´briques a` supports ferme´s ([14] Appendix) de l’action in-
duite par fonctoralite´. On ve´rifie alors que l’action commute avec les ope´rations de restriction,
d’adhe´rence (proposition 2.4) et de tire´ en arrie`re (proposition 2.5).
Dans cet article, suivant la de´finition de [14], une varie´te´ alge´brique re´elle de´signera un
sche´ma re´duit se´pare´ de type fini sur R.
Soit donc X un sous-ensemble semi-alge´brique de l’ensemble des points re´els d’une varie´te´
alge´brique re´elle. Pour la commodite´ du lecteur, on rappelle la de´finition du complexe des
chaˆınes semi-alge´briques a` supports ferme´s de X ([14] Appendix) :
De´finition 2.1. Pour tout k ≥ 0, on note Ck(X) le quotient du Z2-espace vectoriel engendre´
par les sous-ensembles semi-alge´briques ferme´s de X de dimension ≤ k, par les relations
– la somme A+B est e´quivalente a` l’adhe´rence dans X (pour la topologie forte) clX(A÷B)
de la diffe´rence syme´trique de A et de B,
– la classe de A est nulle si la dimension de A est strictement plus petite que k.
Une chaˆıne semi-alge´brique a` supports ferme´s de dimension k de X est une classe d’e´quivalence
de Ck(X). Toute chaˆıne c de Ck(X) peut s’e´crire comme la classe d’un sous-ensemble semi-
alge´brique ferme´ A de X de dimension ≤ k, note´e [A].
L’ope´rateur de bord ∂k : Ck(X)→ Ck−1(X) est de´fini par, si c = [A] ∈ Ck(X), ∂kc = [∂A]
ou` ∂A de´signe le bord semi-alge´brique {x ∈ A | Λ1A(X) ≡ 1 mod 2} de A (Λ est l’entrelacs
sur les fonctions constructibles : cf [12]).
On renvoie a` l’appendice de [14] pour les de´finitions du pousse´ en avant, des ope´rations de
restriction et d’adhe´rence, ainsi que celle du tire´ en arrie`re.
On suppose maintenant que X est muni d’une action d’un groupe G qui agit par home´o-
morphismes semi-alge´briques : pour tout g ∈ G, on note αg : X → X l’home´omorphisme
semi-alge´brique associe´ a` g.
Par fonctorialite´, on obtient alors une action sur le complexe C∗(X) par isomorphismes
line´aires donne´e par αg∗ : C∗(X)→ C∗(X) pour g ∈ G.
Le complexe C∗(X) muni de cette action de G devient alors un G-complexe.
Lemme 2.2. Soient Y un autre ensemble semi-alge´brique localement compact muni d’une
action de G et f : X → Y une application semi-alge´brique continue propre et e´quivariante.
Alors le pousse´ en avant f∗ est e´quivariant par rapport aux actions de G sur les G-complexes
C∗(X) et C∗(Y ).
De´monstration. Fonctorialite´ des chaˆınes semi-alge´briques a` supports ferme´s ([14] Appendix).
L’action de G sur une chaˆıne semi-alge´brique a` support ferme´ peut eˆtre donne´e par l’action
sur l’un de ses repre´sentants :
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Proposition 2.3. Soient g ∈ G et c = [A] ∈ Ck(X), alors
g.c = [g.A].
De´monstration. On a g.c := αg∗(c) = [B], ou`
B = cl{x ∈ X | αg∗1A(x) = χ(α−1g (x) ∩A) ≡ 1 mod 2 }.
Or pour x ∈ X, χ(α−1g (x)∩A) = 1 si α−1g (x) ∈ A i.e. x ∈ αg(A), 0 si α−1g (x) /∈ A i.e. x /∈ αg(A)
(car αg est un home´omorphisme). Donc B = cl (αg(A)) = αg(A).
A partir de cette constatation, on peut montrer simplement la commutativite´ de l’action
avec les ope´rations de restriction, d’adhe´rence et le tire´ en arrie`re :
Proposition 2.4. Soit Z ⊂ X un sous-ensemble semi-alge´brique localement ferme´ globalement
stable sous l’action de G. La restriction a` Z des chaˆınes semi-alge´briques a` supports ferme´s de
X commute avec l’action induite de G. De meˆme, l’ope´ration d’adhe´rence des chaˆınes semi-
alge´briques a` support ferme´s de Z commute avec l’action induite de G.
De´monstration. Soient k ≥ 0 et c = [A] ∈ Ck(X). Alors,
g.(c|Z) = [αg(A ∩ Z)] = [αg(A) ∩ Z] = (g.c)|Z .
Soient k ≥ 0 et c = [A] ∈ Ck(Z). Alors,
g.c = [cl(αg(A)] = [αg(cl(A))] = g.c¯.
Proposition 2.5. On conside`re le diagramme commutatif d’ensembles semi-alge´briques loca-
lement ferme´s suivant :
Y˜ → X˜
↓ ↓ pi
Y
i−→ X
ou` pi : X˜ → X est une application semi-alge´brique continue propre, i est l’inclusion d’un sous-
ensemble semi-alge´brique ferme´, Y˜ = pi−1(Y ), et la restriction pi : X˜ \ Y˜ → X \ Y est un
home´omorphisme, et ou` tous les objets sont munis d’une action de G et tous les morphismes
sont e´quivariants par rapport a` ces actions.
L’action de G sur les chaˆınes semi-alge´briques a` supports ferme´s commute alors avec le tire´
en arrie`re.
De´monstration. L’action de G commute avec l’adhe´rence, le pousse´ en avant, la restriction
donc avec le tire´ en arrie`re.
On e´tablit enfin deux autres lemmes, utilise´s dans la preuve du corollaire 5.2. Dans ce
re´sultat fondamental de notre e´tude, on parviendra a` de´couper une chaˆıne semi-alge´brique in-
variante sous une involution, modulo sa restriction aux points fixes, en deux chaˆınes images l’une
de l’autre et dont le “degre´ de re´gularite´” (par rapport a` la filtration dite Nash-constructible
de [14]) ne s’e´loignera pas trop du degre´ initial de la chaˆıne de de´part.
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Lemme 2.6. Soient A1, A2 et A3 trois sous-ensembles semi-alge´briques ferme´s de X de di-
mension k. Si [A1] = [A2] dans Ck(X), alors [A1 ∩A3] = [A2 ∩A3].
De´monstration. On a [A1 ∩ A3] + [A2 ∩ A3] = [cl ((A1 ∩A3)÷ (A2 ∩A3))], or (A1 ∩A3) ÷
(A2 ∩A3) = (A1 ÷A2) ∩A3 et dim(A1 ÷A2) < k car [A1] = [A2].
Lemme 2.7. Soient A1, A2 deux sous-ensembles semi-alge´briques de X de dimension k avec
A1 ferme´ dans X. Alors, dans Ck(X), [cl(A1 ∩A2)] = [A1 ∩ cl(A2)].
De´monstration. On a
cl(A1∩A2)÷(A1 ∩ cl(A2)) = A1∩cl(A2)\cl(A1∩A2) ⊂ A1∩cl(A2)\A1∩A2 = A1∩(cl(A2)\A2)
et dim(cl(A2) \A2) < k.
3 Complexe de poids avec action
Soit G un groupe fini.
On de´finit (the´ore`me 3.7) un complexe de poids avec action de G sur la cate´gorie de ce que
l’on appellera les G-varie´te´s alge´briques re´elles, fonctoriel par rapport aux morphismes propres
re´guliers e´quivariants, et unique a` quasi-isomorphisme filtre´ e´quivariant pre`s avec les proprie´te´s
d’extension, d’acyclicite´ et d’additivite´ analogues a` celles du cadre sans action de [14] Theorem
1.1. Pour son existence, cela consistera a` munir le complexe de poids de McCrory-Parusin´ski
de l’action de G induite par fonctorialite´. Quant a` son unicite´, elle sera donne´e par une version
avec action du crite`re d’extension de F. Guille´n et V. Navarro Aznar ([6] The´ore`me 2.2.2),
qui justifie la restriction au cas d’un groupe fini pour lequel il existe une compactification
e´quivariante, un lemme de Chow-Hironaka e´quivariant ainsi qu’une re´solution des singularite´s
e´quivariante.
On preˆtera ensuite attention au groupe G = Z/2Z. En effet, de`s le plus petit groupe non tri-
vial, les structures avec action s’enrichissent conside´rablement. Dans la section 5, on e´tablit une
version de la suite exacte courte de Smith qui tient compte de la filtration Nash-constructible
(qui re´alise le complexe de poids par [14] Theorem 2.8 et Corollary 3.11). Ce re´sultat repose
sur un the´ore`me de de´coupage des varie´te´s Nash munies d’une involution alge´brique, que l’on
e´tablit dans la section 4.
Tout d’abord, de´finissons pre´cise´ment les cate´gories sur lesquelles nous allons travailler.
Dans toute la suite, une action de G par isomorphismes alge´briques sur une varie´te´ alge´brique
re´elle X de´signera une action par isomorphismes de sche´mas telle que l’orbite de tout point de
X est contenue dans un sous-sche´ma ouvert affine.
De´finition 3.1. On note
– SchGc (R) la cate´gorie des varie´te´s alge´briques re´elles munies d’une action de G par iso-
morphismes alge´briques -on nomme de tels objets des G-varie´te´s alge´briques re´elles- et
des morphismes propres re´guliers e´quivariants,
– RegGcomp(R) la sous-cate´gorie des G-varie´te´s compactes non singulie`res,
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– VG(R) la sous-cate´gorie des G-varie´te´s projectives non singulie`res.
On note e´galement
– CG la cate´gorie des G-complexes de Z2-espaces vectoriels borne´s munis d’une filtration
croissante borne´e par des G-complexes avec inclusions e´quivariantes -on nomme de tels
objets des G-complexes filtre´s- et des morphismes de complexes filtre´s e´quivariants,
– DG la cate´gorie des G-complexes borne´s et des morphismes de complexes e´quivariants.
Remarque 3.2. – SiX est uneG-varie´te´ alge´brique re´elle, on a vu que l’action deG surX in-
duit, par fonctorialite´ de C∗ : Schc(R)→ D ; X 7→ C∗(X) := C∗(X(R)), une action de G
sur C∗(X), et donc e´galement une action (line´aire) sur l’homologie H∗(X) := H∗(C∗(X)),
qui est l’homologie de Borel-Moore de l’ensemble des points re´els de X a` coefficients
dans Z2 ([14] section 1). On a ainsi un foncteur
C∗ : SchGc (R)→ DG ; X 7→ C∗(X).
– Si (K∗, F∗) est un G-complexe filtre´, la suite spectrale induite est naturellement mu-
nie d’une action de groupe : chaque terme est munie de l’action de G induite, et les
diffe´rentielles sont e´quivariantes pour celle-ci.
– Le complexe simple filtre´ associe´ a` un diagramme cubique dans CG ([14] section 1.1)
peut eˆtre naturellement muni de l’action du groupe G induite (en conside´rant l’action
diagonale sur les sommes directes), et devenir ainsi un e´le´ment de CG.
Dans la continuite´ de ce qu’ont fait C. McCrory et A. Parusin´ski dans le cadre sans action
de groupe, on s’inte´resse aux morphismes filtre´s qui induisent des isomorphismes au niveau des
suites spectrales :
De´finition 3.3. On note Ho CG la cate´gorie CG localise´e par rapport aux quasi-isomorphismes
filtre´s e´quivariants, autrement appele´s quasi-isomorphismes de CG, i.e. les morphismes filtre´s
e´quivariants entre G-complexes filtre´s qui induisent un isomorphisme (e´quivariant) au niveau
E1 des suites spectrales induites.
Remarque 3.4. Tout G-complexe K∗ de DG peut eˆtre muni de la filtration canonique ([14]
section 1.1) sur laquelle agit naturellement le groupe G (le noyau de la diffe´rentielle de K∗, qui
est e´quivariante, est stable sous l’action de G), et ainsi (K∗, F can∗ ) est un e´le´ment de CG.
De cette fac¸on, un quasi-isomorphisme e´quivariant entre G-complexes borne´s induit un
quasi-isomorphisme filtre´ e´quivariant entre G-complexes filtre´s munis de la filtration canonique.
Nous allons a` pre´sent pouvoir e´noncer le the´ore`me d’existence et d’unicite´ (dans Ho CG)
du complexe de poids avec action du groupe G.
L’existence sera donne´e directement par la fonctorialite´ du complexe de poids (sans ac-
tion) de C. McCrory et A. Parusin´ski. Son unicite´ requerra une version avec action du crite`re
d’extension de F. Guille´n et V. Navarro Aznar e´nonce´ dans [6] :
The´ore`me 3.5. Soient C une cate´gorie de descente cohomologique et
F : VG(R) −→ Ho C
un foncteur contravariant Φ-rectifie´ qui ve´rifie
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(F1) F (∅) = 0, et le morphisme canonique F (XunionsqY )→ F (X)×F (Y ) est un isomorphisme
(dans Ho C),
(F2) si X• est un carre´ acyclique e´le´mentaire de VG(R), sF (X•) est acyclique.
Alors, il existe une extension de F en un foncteur contravariant Φ-rectifie´
Fc : Sch
G
c (R)→ Ho C
telle que :
1. si X• est un carre´ acyclique de SchGc (R), sFc(X•) est acyclique,
2. si Y est une sous-varie´te´ ferme´e de X stable sous l’action de G sur X, on a un isomor-
phisme naturel (dans Ho C)
Fc(X \ Y ) ∼= s(Fc(X)→ Fc(Y )).
En outre, cette extension est unique, a` isomorphisme unique pre`s.
Remarque 3.6. Le crite`re d’extension ([6] The´ore`me 2.2.2) reste bien valable dans ce contexte.
En effet, celui-ci ne´cessite, sur la cate´gorie de varie´te´s conside´re´e, une re´solution des singularite´s,
un lemme de Chow-Hironaka et une compactification. Or, sur la cate´gorie SchGc (R), comme
le groupe G est d’ordre fini, une re´solution des singularite´s e´quivariante, un lemme de Chow-
Hironaka e´quivariant ainsi qu’une compactification e´quivariante existent par [4] (Appendix).
The´ore`me 3.7. Le foncteur
F canC∗ : VG(R) −→ Ho CG ; X 7→ F canC∗(X)
admet une extension en un foncteur
GWC∗ : SchGc (R) −→ Ho CG
de´fini pour toutes les G-varie´te´s alge´briques re´elles et tous les morphismes propres re´guliers
e´quivariants, qui ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
1. Acyclicite´ : Pour tout carre´ acyclique
Y˜ → X˜
↓ ↓
Y → X
dans SchGc (R), le complexe filtre´ simple du +1 -diagramme dans CG
GWC∗(Y˜ ) → GWC∗(X˜)
↓ ↓
GWC∗(Y ) → GWC∗(X)
est acyclique (i.e. isomorphe au complexe nul dans Ho CG).
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2. Additivite´ : Pour une inclusion ferme´e e´quivariante Y ⊂ X, le complexe filtre´ simple du
+0 -diagramme dans CG
GWC∗(Y )→ GWC∗(X)
est isomorphe a` GWC∗(X \ Y ).
Un tel foncteur GWC∗ est unique a` un isomorphisme de Ho CG unique pre`s.
De´monstration. Existence. Soit X une G-varie´te´ alge´brique re´elle. On a une action de G sur
le complexe filtre´ de poids WC∗(X) de X induite par fonctorialite´ du complexe de poids.
De plus, tout morphisme propre re´gulier e´quivariant induira, toujours par fonctorialite´ de
WC∗, un morphisme de Ho C e´quivariant, i.e. un morphisme de Ho CG.
On obtient donc ainsi un foncteur GWC∗ : SchGc (R) → Ho CG, celui qui a` toute G-varie´te´
alge´brique re´elle X associe son complexe filtre´ de poids WC∗(X) muni de l’action induite.
Ce foncteur est bien une extension de F canC∗ : VG(R) −→ Ho CG car le complexe de poids
WC∗ : Schc(R) −→ Ho C est une extension de F canC∗ : V(R) −→ Ho C (pour X ∈ VG(R),
l’action sur le complexe filtre´ F canC∗(X) est e´galement induite par fonctorialite´).
Il ve´rifie enfin les conditions d’acyclicite´ et d’additivite´ (le morphisme nul est e´quivariant
et, dans le the´ore`me 2.2.2 de [6], la condition d’additivite´ repose sur une e´galite´ permettant
l’extension du foncteur aux varie´te´s non compactes, ce qui la rend a fortiori e´quivariante).
Unicite´. Pour l’unicite´, nous utiliserons le crite`re d’extension de Guille´n-Navarro Aznar
([6] The´ore`me 2.2.2) adapte´ au cadre avec action du groupe G que l’on a e´nonce´ pre´ce´demment
(the´ore`me 3.5). Appliquons-le (tout du moins sa version homologique et covariante) a` notre
contexte pour obtenir l’unicite´ du complexe de poids avec action de G :
– CG est une cate´gorie de descente homologique, en tant que cate´gorie des complexes de
chaˆınes de Z2[G]-modules a` gauche (i.e. les Z2-espaces vectoriels munis d’une action
line´aire du groupe G), borne´s et munis d’une filtration croissante borne´e. En effet, les
Z2[G]-modules a` gauche forment une cate´gorie abe´lienne et on utilise alors la proprie´te´
(1.7.5) de [6].
– Le foncteur F canC∗ est Φ-rectifie´, car il est de´fini sur la cate´gorie CG.
– Le foncteur F canC∗ ve´rifie les conditions (F1) et (F2) dans le cadre sans action. Munissant,
dans la preuve de [14] Theorem 1.1, les varie´te´s projectives lisses d’une action age´brique
de G, tous les morphismes mentionne´s, induits par l’application du foncteur F canC∗, sont
alors e´quivariants, et celui-ci ve´rifie donc bien les conditions (F1) et (F2) dans le cadre
avec action de G.
De´finition 3.8. Si X est une G-varie´te´ alge´brique re´elle, le G-complexe filtre´ GWC∗(X) (de´fini
a` quasi-isomorphisme filtre´ e´quivariant pre`s) est appele´ le complexe de poids avec action de X.
Remarque 3.9. – L’isomorphisme Hn(
GWC∗(X)) ∼= Hn(X) pour toute G-varie´te´ re´elle X
([14] Proposition 1.5) est e´quivariant. En effet, dans la preuve de [14] Proposition 1.5,
les foncteurs C∗ : Schc(R) → Ho D et ϕ ◦ WC∗ : Schc(R) → Ho D sont isomorphes.
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Ainsi, si X est une G-varie´te´ alge´brique re´elle, le quasi-isomorphisme entre ϕ ◦WC∗(X)
et C∗(X) est e´quivariant par rapport aux actions induites par fonctorialite´.
– La filtration par le poids et la suite spectrale de poids se retrouvent munies de l’action
induite du groupe G.
– La filtration ge´ome´trique/Nash-constructible de McCrory et Parusin´ski ([14] sections 2 et
3), munie de l’action deG induite par fonctorialite´, re´alise le complexe de poids avec action
des G-varie´te´s alge´briques re´elles. En effet, lorsque l’on munit les varie´te´s conside´re´es
d’une action alge´brique de G, les morphismes des suites exactes courtes de [14] Theorem
2.7 et Theorem 3.6 sont e´quivariants pour les actions induites, ainsi que les inclusions
GpCk(X) ⊂ F canp Ck(X) pour toute G-varie´te´ re´elle X.
– Comme dans le cadre sans action ([14] Proposition 1.8), le complexe de poids GWC∗(X)
avec action de G d’une varie´te´ compacte non singulie`re est quasi-isomorphe dans CG a`
F canC∗(X). Il en va de meˆme pour toutes ses re´alisations.
Dans la suite, le complexe de poids avec action d’une G-varie´te´ re´elle X sera simplement
note´ WC∗(X) lorsque le contexte sera explicite.
4 Le de´coupage d’une varie´te´ Nash affine compacte munie d’une
action de G = Z/2Z
On souhaite de´couper toute chaˆıne invariante d’une varie´te´ alge´brique re´elle avec action de
G = Z/2Z = {1, σ}, apre`s en avoir retire´ la partie invariante point par point, en deux morceaux
qui soient l’image l’un de l’autre par l’involution σ, mais des morceaux dont on puisse controˆler
la re´gularite´ vis-a`-vis de la filtration Nash-constructible.
On s’inte´resse au cas particulier du groupe a` deux e´le´ments car il est le premier cas difficile,
tant pour cette question particulie`re que pour l’e´tude des varie´te´s alge´briques re´elles avec action
de groupe en ge´ne´ral.
L’ingre´dient-cle´ qui nous permettra d’effectuer ce de´coupage sera le re´sultat suivant. Ce
the´ore`me affirme que l’on peut de´couper toute varie´te´ Nash affine compacte connexe munie
d’une involution alge´brique le long d’un sous-ensemble syme´trique par arcs ([9], [10]), globale-
ment invariant sous l’action. Une sous-varie´te´ Nash d’un espace affine RN est une sous-varie´te´
C∞ de RN qui en est e´galement un sous-ensemble semi-alge´brique. On renvoie a` [16] pour
tout le mate´riel concernant les varie´te´s Nash et les fonctions Nash, i.e les fonctions C∞ semi-
alge´briques.
The´ore`me 4.1. Soit M une sous-varie´te´ Nash compacte connexe d’un espace affine RN munie
d’une involution alge´brique σ (i.e. la restriction d’une involution alge´brique sur l’adhe´rence de
Zariski de M) non triviale. Alors il existe un sous-ensemble syme´trique par arcs S de M de
codimension 1 globalement stable sous l’action de σ, et un sous-ensemble semi-alge´brique ferme´
A de M tels que M = A ∪ σ(A), S = A ∩ σ(A) et S = ∂A.
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De´monstration. La de´monstration de ce re´sultat va se baser sur l’obtention d’une application
classifiante entre le quotient de M prive´ de ses points fixes, que l’on notera N , par l’action
de G et un espace projectif re´el. On approchera cette fonction, tout du moins son extension a`
la compactificaction Nash de N/G, via le the´ore`me de Stone-Weierstrass et l’utilisation d’un
voisinage tubulaire Nash ([1] Corollary 8.9.5), par une fonction Nash, transverse au sous-espace
projectif de codimension 1, que l’on rele`vera ensuite en une fonction e´quivariante de´finie sur
M \MG et a` valeurs dans une sphe`re munie de l’action antipodale, Nash et transverse a` la
sphe`re de codimension 1. Conside´rant alors l’image re´ciproque de celle-ci, ainsi que celles des
deux he´misphe`res, auxquels on rajoute les points fixes, on parvient a` de´couper M en deux sous-
ensembles semi-alge´briques, images l’une de l’autre par l’involution, le long d’un sous-ensemble
syme´trique par arcs.
(i) Quotient. Conside´rons donc N la varie´te´ M prive´e de ses points fixes. N est une sous-
varie´te´ Nash de RN , de meˆme dimension que M (car l’action de G sur M n’est pas triviale) et
munie d’une action libre de G (ou` G = {id, σ} = Z/2Z). Le quotient N/G est une varie´te´ Nash.
En effet, le quotient d’un ensemble semi-alge´brique par l’action (semi-alge´brique) d’un groupe
est un ensemble semi-alge´brique ([15]), et le quotient d’une varie´te´ (diffe´rentiable) lisse (i.e.
C∞) par l’action libre (et lisse) d’un groupe fini est une varie´te´ lisse ([11] Theorem 7.10). La
varie´te´ Nash N/G est de plus affine, en tant que sous-ensemble (semi-alge´brique) de l’ensemble
des points re´els du quotient de la complexification de l’adhe´rence de Zariski de M , qui est une
varie´te´ complexe projective, par la complexification de l’action de G, quotient qui est lui aussi
une varie´te´ projective complexe.
(ii) Compactification. La varie´te´ N/G e´tant une varie´te´ Nash affine, on peut la compacti-
fier en une varie´te´ Nash affine avec bord d’apre`s le the´ore`me VI.2.1. de [16]. Plus pre´cise´ment,
il existe une varie´te´ alge´brique affine compacte non-singulie`re X ′, une sous-varie´te´ alge´brique
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non-singulie`re Y ′ de codimension 1 (vide si N/G est compacte i.e. si MG = ∅), une composante
connexe N ′ de X \Y telles qu’il existe un diffe´omorphisme Nash ψ : N/G→ N ′ et M ′ := cl(N ′)
est une varie´te´ Nash a` bord compacte (connexe), de bord Y .
(iii) Application classifiante. Le groupe G = Z/2Z agissant librement sur le varie´te´ lisse N ,
on peut conside`rer le Z/2Z-fibre´ principal lisse Π : N → N/G ainsi qu’une application classi-
fiante lisse f : N/G→ PM (R) ([8]). Remarquons que “ l’ ” application classifiante est de´finie a`
homotopie pre`s. Aussi, notre but va eˆtre de`s a` pre´sent de construire une application classifiante
h : N/G→ PM (R) qui sera Nash et transverse a` PM−1(R).
(iv) Extension. On commence pour cela par composer f par ψ−1 : on obtient une applica-
tion lisse f ′ := f ◦ ψ−1 : N ′ → PM (R). Puis on e´tend a` homotopie pre`s l’application f ′ a` la
compactification Nash M ′ de N ′, ceci graˆce a` une proprie´te´ e´nonce´e par M. Shiota dans [16].
L’application f ′ e´tant en effet une application continue entre N ′ = M ′ \ ∂M ′ et PM (R), ou`
M ′ et PM (R) sont en particulier des varie´te´s PL (piecewise-linear) compactes, le lemme V.1.4
de [16] nous dit que f ′ est homotope a` la restriction a` N ′ d’une application PL, et donc en
particulier continue semi-alge´brique, f ′ : M ′ → PM (R). On va par la suite chercher a` approcher
la fonction f ′ graˆce a` un voisinage tubulaire Nash.
(v) Approximations. Plongeons donc M ′ dans un espace affine RN0 et PM (R) dans un espace
affine RM0 . On conside`re un voisinage tubulaire Nash (U, ρ : U → PM (R)) de PM (R) dans RM0
([1] Corollary 8.9.5).
M ′ e´tant compact, on approche alors h0 := f ′ par une application polynomiale h1 en
utilisant le the´ore`me de Stone-Weirstrass ([1] Theorem 8.8.5). Puis on approche l’application
h1 par une application lisse h2 transverse a` PM−1(R). Enfin, cette dernie`re condition e´tant
ouverte, on approche h2 par une application polynomiale (en utilisant encore une fois Stone-
Weierstrass) de fac¸on suffisamment proche pour obtenir une application h3 qui soit polynomiale
et transverse a` PM−1(R). Pre´cisons que l’on effectue ces approximations de manie`re a` ce qu’a`
chaque fois, pour tout t ∈ [0, 1] et pour tout x ∈M/G, (1− t)hi(x) + thi+1(x) ∈ U .
Conside´rant alors les homotopies successives
(t, x) 7→ ρ((1− t)hi(x) + thi+1(x)),
on obtient ainsi une homotopie entre f ′ : M/G → PM (R) et h′ := ρ ◦ h3 : M/G → PM (R).
L’application h′ est Nash et transverse a` PM−1(R), car ρ est une submersion Nash (en tant que
composition d’un diffe´omorphisme Nash et de la projection d’un fibre´ vectoriel Nash).
(vi) Restriction. Enfin, en restreignant l’homotopie a` N ′ et en notant h′ la restriction de h′
a` N ′, on obtient une application
h′ : N ′ → PM (R)
Nash, transverse a` PM−1(R), homotope a` f ′. En la composant enfin avec ψ pour revenir au
quotient N/G, on peut supposer que l’application
h := h′ ◦ ψ : N/G→ PM (R)
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Nash, transverse a` PM−1(R) et homotope a` f = f ′ ◦ψ, est l’application classifiante associe´e au
Z/2Z-fibre´ principal lisse Π : N → N/G.
(vii) Rele`vement. On rele`ve alors h en une application
h˜ : N → SM (R)
e´quivariante (par rapport a` l’action de G sur N et l’action antipodale sur SM (R)) transverse a`
SM−1(R), analytique et localement semi-alge´brique, donc Nash, car une application analytique
localement semi-alge´brique entre deux varie´te´s Nash, dont celle d’arrive´e est affine, est Nash
(remarque (xv) a` la page 16 de [16]).
(viii) De´coupage de N . On note
– N+ := h˜−1(S+),
– N− := h˜−1(S−) = σ(N+),
– W := h˜−1
(
SM−1(R)
)
= N+ ∩N−.
(S+ et S− sont respectivement les he´misphe`res nord et sud de la sphe`re SM (R), e´change´s sous
l’action antipodale).
N+ et N− sont des sous-ensembles semi-alge´briques ferme´s de N de meˆme dimension que N ,
et, par transversalite´ de l’application Nash h˜ (et parce que SM−1(R) est une sous-varie´te´ Nash
de SM (R)), W est une sous-varie´te´ Nash de N de codimension 1. C’est de plus un sous-ensemble
AS de N , en tant qu’image re´ciproque du syme´trique par arcs SM−1(R) par l’application ana-
lytique semi-alge´brique h˜.
On a bien e´videmment N+ ∪N− = N mais on a e´galement ∂N+ = ∂N− = W .
En effet, le bord semi-alge´brique d’un ensemble semi-alge´brique A est tout d’abord de´fini
par
∂A = {x ∈ A | χ(A ∩ S(x, )) ≡ 1 mod 2 }
pour  suffisamment petit, or, la caracte´ristique d’Euler a` supports compacts e´tant additive et
N et W ne posse´dant pas de bord, on a modulo 2, pour tout x dans N ,
0 ≡ χ (N ∩ S (x, ))
≡ χ (N+ ∩ S (x, ))+ χ (N− ∩ S (x, ))− χ (W ∩ S (x, ))
≡ χ (N+ ∩ S (x, ))+ χ (N− ∩ S (x, ))
Un e´le´ment x de N est ainsi dans le bord de N+ si et seulement s’il est dans le bord de N−.
En particulier, ∂N+ = ∂N− ⊂ N+ ∩N− = W .
Re´ciproquement, soit x ∈ W et supposons par l’absurde que x /∈ ∂N+ = ∂N−. Le point
x appartient alors a` N+ \ ∂N+ et N− \ ∂N−, qui sont des ouverts semi-alge´briques de N : il
existe donc des ouverts semi-alge´briques U et V de N (de meˆme dimension n que N) tels que
x ∈ U ⊂ N+ \ ∂N+, et x ∈ V ⊂ N− \ ∂N−. L’ouvert U ∩ V de N , de dimension n (non vide
car contenant x), est alors inclus dans (N+ \ ∂N+)∩ (N− \ ∂N−) qui est de dimension au plus
n− 1, en tant que sous-ensemble de W .
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(ix) De´coupage de M . Enfin, on rajoute les points fixes en conside´rant l’adhe´rence de N
dans M , qui est M tout entier car M est une varie´te´ Nash connexe dont la sous-varie´te´ Nash
MG est de codimension au moins 1. On note alors
– M+ := cl(N+),
– M− := cl(N−) = σ(M+).
On voit imme´diatement que M+ ∪M− = M . Montrons que l’on a M+ ∩M− = W ∪MG.
On prouve pour cela que cl(N+) \N+ = cl(N−) \N− = W ∪MG.
En effet, comme cl(N+) \N+ ⊂MG,
cl(N+) \N+ = σ (cl(N+) \N+) = cl(N−) \N−.
De plus,
M = M+∪M− = (N+∪N−)unionsq((cl(N+) \N+) ∪ (cl(N−) \N−)) = (M\MG)unionsq(cl(N+) \N+)
donc cl(N+) \N+ = MG. En particulier, M+ ∩M− = W ∪MG. Remarquons que, comme W
est un sous-ensemble AS de M \MG, W ∪MG est un sous-ensemble AS de M , en tant qu’union
de deux tels ensembles (la cate´gorie AS est l’alge`bre boole´enne engendre´ par les sous-ensembles
syme´triques par arcs de PN (R)). Il est de plus ferme´ dans le compact M et est donc syme´trique
par arcs.
Enfin, on montre que ∂M+ = ∂M− = W ∪MG, d’une manie`re identique a` ce que l’on avait
fait dans le cas de N .
Dans la section suivante 5, on va, comme annonce´, utiliser ce re´sultat pour pouvoir de´couper
toute chaˆıne d’une varie´te´ alge´brique re´elle en deux morceaux suffisamment re´guliers.
5 La suite exacte courte de Smith Nash-constructible dans le
cas G = Z/2Z
Soit X une varie´te´ alge´brique re´elle munie d’une involution alge´brique σ. Dans cette partie,
on montre que l’on peut e´crire toute chaˆıne c globalement invariante de X, de dimension k et
de degre´ α dans la filtration Nash-constructible (avec action), comme la somme
c = c|XG + (1 + σ)γ
ou` c|XG ∈ NαCk(XG) est la restriction de c a` l’ensemble des points invariants de X et ou`
γ ∈ Nα+1Ck(X).
Conside´rant une chaˆıne c, notre de´marche va consister a` de´couper en de tels morceaux
l’adhe´rence de Zariski du support de c, puis a` conside´rer les intersections du support de c avec
ceux-ci, qui re´pondront alors aux conditions recherche´es.
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On proce`de ainsi en deux e´tapes. On traite tout d’abord le cas d’une chaˆıne pure, et ensuite
celui d’une chaˆıne quelconque.
Pour la premie`re e´tape, on se rame`nera au cas ou` le support de la chaˆıne est une varie´te´
Nash compacte et on utilisera le the´ore`me 4.1 de la section pre´ce´dente, afin de de´couper une
chaˆıne pure de X, invariante sous l’action de G, en deux chaˆınes dont le bord est pur :
Proposition 5.1. Soit c ∈ (N−kCk(X))G une chaˆıne pure de dimension k, invariante sous
l’action de G. Alors il existe une chaˆıne γ ∈ N−k+1Ck(X) telle que
c = c|XG + (1 + σ)γ
(la restriction c|XG a` XG appartient a` N−kCk(XG)).
De´monstration. Notons tout d’abord que, c e´tant une chaˆıne invariante sous l’action de G, le
support de c est e´galement globalement invariant. En effet, si A est un sous-ensemble semi-
alge´brique deX repre´sentant la chaˆıne c, c’est e´galement le cas pour σ(A) et, comme l’involution
σ est un isomorphisme alge´brique, on a
Supp c = {y ∈ σ(A) | dimy σ(A) = k} = σ ({x ∈ A | dimxA = k}) = σ(Supp c).
On va alors se ramener au cas ou` le support de c, que l’on note M , est une sous-varie´te´
Nash compacte connexe d’un espace affine.
(1) On peut supposer que la G-varie´te´ alge´brique re´elle X est compacte : si ce n’est pas
le cas, on conside`re une compactification e´quivariante X0 de X ([4] Appendix), et l’adhe´rence
c ∈ (N−kCk(X0))G de c dans X0. Si l’on montre alors que, dans ces conditions, il existe
γ0 ∈ N−k+1Ck(X0) tel que c = c|XG0 + (1 + σ)γ0, on obtient par restriction
c = c|X = c|XG + (1 + σ)γ0|X
avec γ0|X ∈ N−k+1Ck(X).
(2) On suppose ensuite que X est l’adhe´rence de Zariski M
Z
de M et qu’en particulier
dimX = k. En effet, si l’on note Z := M
Z
, alors Z est un ferme´ de X globalement invariant
sous l’action de G (car M l’est) et, comme par de´finition Supp c ⊂ Z, on a c ∈ N−kCk(Z).
(3) On peut aussi supposer que la varie´te´ X est non-singulie`re, en conside´rant une re´solution
e´quivariante pi : X˜ → X des singularite´s de X ([7], [4] Appendix) et le tire´ en arrie`re c˜ := pi−1c ∈(
N−kCk(X˜)
)G
de c. Alors, si l’on montre que dans ces conditions, c˜ = c˜|X˜G + (1 + σ)γ˜ avec
γ˜ ∈ N−k+1Ck(X˜), on obtient, en poussant en avant,
c = pi∗(c) = c|XG + (1 + σ)pi∗(γ˜)
(avec pi∗(γ˜) ∈ N−k+1Ck(X)), car pi est un isomorphisme en dehors d’une sous-varie´te´ de codi-
mension au moins 1 et c est de dimension k = dimX).
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Au total, la chaˆıne c e´tant pure, on peut supposer que le supportM de c est un sous-ensemble
syme´trique par arcs (dont toutes les composantes connexes sont) de dimension maximale d’une
varie´te´ compacte non-singulie`re X, i.e. une union de composantes connexes de dimension maxi-
male de X ([10]).
(4) Enfin, l’involution σ e´change ou fixe globalement les cartes affines recouvrant X, ainsi
que les composantes connexes de X, et donc les restrictions de M a` celles-ci, qui constituent
e´galement des chaˆınes pures de X. On peut donc supposer sans perdre de ge´ne´ralite´ que M
est une composante connexe d’un sous-ensemble alge´brique compact non-singulier d’un espace
affine, globalement stable sous l’action (non triviale) de σ, qui peut eˆtre conside´re´e comme une
sous-varie´te´ Nash compacte connexe d’un espace affine.
On utilise alors le the´ore`me 4.1 pour e´crire
[M ] = (1 + σ)[A]
dans Ck(X) (l’ensemble des points invariants M
G est de codimension au moins 1 comme l’action
de G n’est pas triviale, donc [MG] = 0 dans Ck(X)), avec [A] ∈ Ck(X) ve´rifiant ∂[A] = [∂(A)] ∈
N−k+1Ck−1(X), i.e. [A] ∈ N−k+1Ck(X) (on utilise l’une des e´quivalences de la preuve de [14]
Corollary 3.12 : X est compacte non-singulie`re de dimension k).
On va alors utiliser le de´coupage des chaˆınes pures pour de´couper les chaˆınes de degre´ plus
e´leve´ dans la filtration. Pre´cise´ment, pour couper en deux une chaˆıne invariante sous l’action
de G, de fac¸on a` controˆler la “re´gularite´” des parties que l’on obtient, il suffit de de´couper
l’adhe´rence de Zariski de son support en utilisant la proprie´te´ pre´ce´dente :
Proposition 5.2. Soit c ∈ (NαCk(X))G une k-chaˆıne quelconque de X, invariante sous l’ac-
tion de l’involution σ. Alors on peut e´crire
c = c|XG + (1 + σ)c
′
avec c|XG ∈ NαCk(XG) et c′ ∈ Nα+1Ck(X)
De´monstration. On note cZ la chaˆıne de Ck(X) repre´sente´e par l’adhe´rence de Zariski du
support note´ A de la chaˆıne c. On a alors cZ ∈ (N−kCk(X))G et, d’apre`s la proprie´te´ pre´ce´dente,
il existe γ ∈ N−k+1Ck(X) tel que
cZ =
(
cZ
)
|XG + (1 + σ)γ.
Revenons a` la de´finition de la filtration Nash-constructible ([14] section 3) : soit donc une
fonction ψ : X → 2Z ge´ne´riquement Nash-constructible en dimension k telle que γ = [S] avec
S = {x ∈ X | ψ(x) /∈ 22Z},
et soit une fonction ϕ : X → 2k+αZ ge´ne´riquement Nash-constructible en dimension k telle que
c = [B] avec
B = {x ∈ X | ϕ(x) /∈ 2k+α+1Z}.
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On conside`re alors le produit ϕ × ψ : X → 2k+α+1Z qui est une fonction ge´ne´riquement
Nash constructible en dimension k (comme produit de telles fonctions). On a
B ∩ S = {x ∈ X | ϕ(x) /∈ 2k+α+1Z et ψ(x) /∈ 22Z}
= {x ∈ X | ϕ× ψ(x) /∈ 2k+α+2Z}.
On note c′ la chaˆıne repre´sente´e par B ∩ S, qui appartient donc a` Nα+1Ck(X), et on a
(1 + σ)c′ = [B ∩ S] + [σ(B) ∩ σ(S)]
= [B ∩ S] + [B ∩ σ(S)] (lemme 2.6)
= [cl (B ∩ (S ÷ σ(S)))]
= [B ∩ cl (S ÷ σ(S))] (lemme 2.7),
or [B] = [A] et
[cl (S ÷ σ(S))] = (1 + σ)[S] = cZ + (cZ)|XG = [cl (AZ \AZ ∩XG)] ,
donc
(1 + σ)c′ =
[
A ∩ cl
(
A
Z \AZ ∩XG
)]
(lemme 2.6)
=
[
cl
(
A ∩
(
A
Z \AZ ∩XG
))]
(lemme 2.7)
=
[
cl
(
A \A ∩XG)]
= c+ c|XG .
On re´sume cette proprie´te´ de de´coupage des chaˆınes invariantes par une suite exacte courte
qui rappelle la suite exacte courte de Smith, que l’on adapte ici aux contraintes de la filtration
Nash-constructible. On de´finit pour cela une nouvelle filtration avant de donner la suite exacte
courte que l’on nommera Smith Nash-constructible :
De´finition 5.3. Pour tout k et tout α, on note
Tα+1k (X) := {c ∈ Nα+1Ck(X) | (1 + σ)c ∈ NαCk(X)}.
Remarque 5.4. Pour tout α, Tα+1∗ (X), muni de la diffe´rentielle induite par celle de C∗(X), est
un complexe de chaˆınes. On obtient ainsi une nouvelle filtration
0 = T−k−1k (X) ⊂ T−kk (X) ⊂ · · · ⊂ T 1k (X) = Ck(X)
de C∗(X).
The´ore`me 5.5. Pour tout α, la suite de complexes
0→ NαC∗(XG)⊕ (1 + σ)Tα+1∗ (X)→ NαC∗(X)→ (1 + σ)NαC∗(X)→ 0,
est exacte.
On l’appelle suite exacte courte de Smith Nash-constructible de degre´ α.
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On peut interpre´ter cette suite exacte dans le cas ou` X est une varie´te´ compacte munie
d’une action libre de G. En effet, dans ces conditions, on a un isomorphisme filtre´ entre les
chaˆınes invariantes et les chaˆınes du quotient :
Proposition 5.6. Supposons que la G-varie´te´ alge´brique re´elle X soit compacte, et que l’action
de G sur X soit libre. Alors le quotient X/G (qui de´signe par abus de notation le quotient de
l’ensemble des points re´els de X par l’action de G restreinte) est un ensemble syme´trique par
arcs ([5] Proposition 3.15) et, pour tous k, α ∈ Z, on a un isomorphisme
(NαCk(X))G ∼= (1 + σ)Tα+1k (X) ∼= NαCk (X/G) .
De´monstration. Fixons k et α. Notons tout d’abord que la suite exacte de Smith Nash-construc-
tible nous donne le premier isomorphisme, e´tant donne´ que l’action de G sur X est libre.
Pour montrer le second isomorphisme, on conside`re d’une part le morphisme
1 + σ : Tα+1k (X)→ Tα+1k (X)
dont le noyau est
(
Tα+1k (X)
)G
et l’image est (1 + σ)Tα+1k (X), et d’autre part le morphisme
Tα+1k (X)
pi∗−→ Nα+1Ck (X/G) ,
obtenu par restriction a` Tα+1k (X) du morphisme Nα+1Ck(X) → Nα+1Ck(X/G), induit par
l’application quotient X → X/G (qui est une application propre continue de graphe AS).
On montre par la suite que le noyau de pi∗ est
(
Tα+1k (X)
)G
et que son image estNαCk (X/G).
Ainsi, les morphismes 1+σ et pi∗ posse´dant les meˆmes noyaux (et les meˆmes espaces de de´part),
on obtient un isomorphisme entre leurs images, soit
(1 + σ)Tα+1k (X)
∼= NαCk (X/G) .
Montrons donc dans un premier temps que le noyau de pi∗ consiste en les chaˆınes invariantes
de Tα+1k (X) (qui sont les exactement les chaˆınes invariantes de Nα+1Ck(X)).
Soit c ∈ Tα+1 tel que pi∗c = 0. Si c = Supp ϕc,α mod 2k+α+2 avec ϕc,α : X → 2k+α+1Z
ge´ne´riquement Nash-constructible en dimension k, alors
pi∗c = Supp pi∗(ϕc,α) mod 2k+α+2
ou` pi∗(ϕc,α) : X/G→ 2k+α+1Z est une fonction ge´ne´riquement Nash-constructible en dimension
k sur X/G ([14] Corollary 3.5).
Or, pour toute fonction Nash-constructible f sur X, comme l’action de σ sur X est libre,
pi∗(f)(x) = f(x) + f(σ(x)) pour tout point x ∈ X/G. Ainsi,
pi∗c = {x ∈ X/G | ϕ(x) + ϕ(σ(x)) /∈ 2k+α+2Z},
avec ϕ := ϕc,α.
17
Par hypothe`se cette chaˆıne est nulle, i.e. pour tout x en dehors d’un sous-ensemble semi-
alge´brique de X/G de dimension < k (i.e. pour tout x en dehors d’un sous-ensemble semi-
alge´brique de X de dimension < k), ϕ(x) + ϕ(σ(x)) ∈ 2k+α+2Z. En particulier, en dehors
d’un sous-ensemble semi-alge´brique de codimension au moins 1, tout point du repre´sentant
{x ∈ X | ϕ(x) /∈ 2k+α+2Z} de la chaˆıne c ve´rifie a` la fois ϕ(x) /∈ 2k+α+2Z (par de´finition) et
ϕ(x)+ϕ(σ(x)) ∈ 2k+α+2Z, et donc e´galement ϕ(σ(x)) /∈ 2k+α+2Z. Or ϕ◦σ = σ∗ (ϕ) repre´sente
la chaˆıne σc, et la chaˆıne c est donc invariante sous l’action de σ.
On a donc ker pi∗ ⊂ (Tα+1k (X))G. Re´ciproquement, si c ∈ (Tα+1k (X))G, alors, en reprenant
les notations ci-dessus, ϕ(x) /∈ 2k+α+2Z et ϕ(σ(x)) /∈ 2k+α+2Z pour tout x dans le support
de c, ge´ne´riquement en dimension k, et donc ϕ(x) + ϕ(σ(x)) ∈ 2k+α+2Z. Ainsi, pi∗c = 0
Montrons maintenant que l’image de pi∗ est constitue´e des chaˆınes de degre´ α du quo-
tient X/G.
Soit c ∈ NαCk(X/G) et soit ϕ : X/G → 2k+αZ ge´ne´riquement Nash-constructible en
dimension k telle que
c = {x ∈ X/G | ϕ(x) /∈ 2k+α+1Z}.
On conside`re la chaˆıne, que l’on note pi∗c, repre´sente´e par l’ensemble semi-alge´brique de dimen-
sion k
{x ∈ X | pi∗(ϕ)(x) /∈ 2k+α+1Z} = pi−1
(
{x ∈ X/G | ϕ(x) /∈ 2k+α+1Z}
)
ou` le tire´ en arrie`re pi∗(ϕ) : X → 2k+αZ ([14] Corollary 3.5) est une fonction ge´ne´riquement
Nash-constructible en dimension k telle que, pour x ∈ X en dehors d’un sous-ensemble semi-
alge´brique de dimension < k, pi∗(ϕ)(x) = ϕ(pi(x)) = ϕ(x).
La chaˆıne pi∗c appartient donc a` NαCk(X) et est de plus invariante sous l’action de G. En
suivant le raisonnement qui nous a mene´s a` l’exactitude de la suite de Smith Nash-constructible,
on sait que l’on peut e´crire pi∗c = (1 + σ)γ avec
γ = {x ∈ X | ψ(x) /∈ 22Z et pi∗(ϕ)(x) /∈ 2k+α+1Z}
ou` ψ : X → 2Z est une fonction ge´ne´riquement Nash-constructible en dimension k, dont le
support modulo 22 repre´sente l’une des deux parties, images l’une de l’autre par σ, que l’on a
obtenues par de´coupage de la chaˆıne repre´sente´e par l’adhe´rence de Zariski du support de pi∗c.
On applique alors pi∗ a` γ :
pi∗γ = {x ∈ X/G | pi∗ (ψ × pi∗(ϕ)) (x) /∈ 2k+α+2Z}
= {x ∈ X/G | ϕ(x) (ψ(x) + ψ(σ(x))) /∈ 2k+α+2Z}.
Si x ∈ X/G ve´rifie ϕ(x) (ψ(x) + ψ(σ(x))) /∈ 2k+α+2Z, alors ϕ(x) /∈ 2k+α+1Z. Re´ciproquement,
si x ∈ X/G ve´rifie ϕ(x) /∈ 2k+α+1Z, alors x appartient au support de pi∗c (vrai au moins
ge´ne´riquement en dimension k) et donc soit au support de γ soit au support de σ γ, mais pas aux
deux, et ainsi ψ(x)+ψ(σ(x)) /∈ 22Z et donc ϕ(x) (ψ(x) + ψ(σ(x))) /∈ 2k+α+2Z (ge´ne´riquement).
On obtient alors
pi∗γ = {x ∈ X/G | ϕ(x) /∈ 2k+α+1} = c
18
et c appartient donc a` l’image de Tα+1k (X) par pi∗.
Re´ciproquement, soit c ∈ Tα+1k (X). On a c = Supp ψ mod 2k+α+2 avec ψ : X → 2k+α+1Z
ge´ne´riquement Nash-constructible en dimension k, et (1 + σ)c = Supp ϕ mod 2k+α+1 avec ϕ
ge´ne´riquement Nash-constructible en dimension k. Comme (1+σ)c = Supp ψ+ψ◦σ2 mod 2
k+α+1,
on a alors
ϕ ≡ ψ + ψ ◦ σ
2
mod 2k+α+1
sur X.
On conside`re maintenant
pi∗c = {x ∈ X/G | pi∗(ψ)(x) /∈ 2k+α+2} = {x ∈ X/G | ψ(x) + ψ(σ(x)) /∈ 2k+α+2}.
On montre que l’on peut trouver une fonction ge´ne´riquement Nash-constructible sur X/G,
divisible par 2k+α, qui repre´sente pi∗c. Pour cela, on applique le crite`re de l’e´ventail [14] Theorem
4.10 a` chacune des composantes irre´ductibles de chaque carte affine de l’adhe´rence de Zariski
Y de X/G et a` la fonction
f : y 7→
{
ψ(x)+ψ(σ(x))
2 si y = x ∈ X/G,
0 sinon,
de´finie et constructible sur Y .
Soit donc F un e´ventail centre´ en un point y0 de Y , de cardinal |F | ≤ 2k+α+1. Comme
X est compact et l’action de G sur X e´tant libre, si le point y0 = x0 est dans X/G, on peut
relever F en un e´ventail double F ′ unionsq σ(F ′) sur X (F ′ e´tant centre´ en x0 et σ(F ′) en σ(x0)),
et sinon l’e´valuation de f en tout point de l’e´ventail sera nulle. Concentrons-nous donc sur le
premier cas. On a alors ∑
s∈F
f(s) =
∑
s′∈F ′
ψ (s′) + ψ (σ (s′))
2
,
et cette somme, modulo |F | = |F ′| ≤ 2k+α+1, est e´gale a` ∑σ′∈F ′ ϕ(σ′) qui est elle-meˆme e´gale
a` 0 modulo |F ′| ≤ 2k+α+1, car ϕ est ge´ne´riquement Nash-constructible sur X ([14] Theorem
4.9 d’apre`s [2]).
Ainsi ([14] Theorem 4.10), il existe une fonction f0 : Y → Z, ge´ne´riquement Nash-construc-
tible, telle que, pour tout y ∈ Y , f(y)− f0(y) ≡ 0 mod 2k+α+1. En particulier, f0 est divisible
par 2k+α et
pi∗c = Supp f0 mod 2k+α+1.
On peut de plus supposer f0 ge´ne´riquement constructible en dimension k, en remplac¸ant,
dans le raisonnement pre´ce´dent, X par l’adhe´rence de Zariski du support de c. On a donc
pi∗c ∈ NαCk(X/G).
Remarque 5.7. – Les isomorphismes (NαCk(X))G ∼= NαCk (X/G) induisent des isomor-
phismes de complexes
(NαC∗(X))G ∼= NαC∗ (X/G) ,
induits par l’application quotient pi : X → X/G par fonctorialite´ de NαC∗.
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– Pour une G-varie´te´ alge´brique re´elle X quelconque munie d’une action de G quelconque,
en raisonnant de fac¸on similaire, on obtient e´galement les isomorphismes (de complexes)
(1 + σ)NαC∗(X) ∼= im
(NαC∗(X)→ C∗(X \XG/G))
(ou` X \ XG/G de´signe l’ensemble des points re´els de X \ XG quotiente´ par l’action
restreinte de G).
Re´fe´rences
[1] J. Bochnak, M. Coste, M.-F. Roy, Real Algebraic Geometry, Springer-Verlag, Berlin, 1998.
[2] I. Bonnard, Nash constructible functions, Manuscripta Math. 112 (2003), 55-75.
[3] P. Deligne, Poids dans la cohomologie des varie´te´s alge´briques, Proc. Int. Cong. Math.
Vancouver (1974), 79-85.
[4] J. Denef, F. Loeser, Motivic Igusa zeta functions, J. Algebraic Geom. 7 (1998), no. 3,
505-537.
[5] G. Fichou, Equivariant virtual Betti numbers, Ann. de l’Inst. Fourier, 58, no. 1 (2008),
1-27.
[6] F. Guille´n, V. Navarro Aznar, Un crite`re d’extension des foncteurs de´finis sur les sche´mas
lisses, IHES Publ. Math. 95 (2002), 1-83.
[7] H. Hironaka, Resolution of singularities of an algebraic variety over a field of characteristic
zero, Ann. Math. 79 (1964), no. 2, 109-326.
[8] D. Husemo¨ller, Fiber Bundles, Third Ed., Springer, New-York, 1994.
[9] K. Kurdyka, Ensembles semi-alge´briques syme´triques par arcs, Math. Ann. 281 (1988),
445-462.
[10] K. Kurdyka, A. Parusin´ski, Arc-symmetric sets and arc-analytic mappings, Panoramas et
Synthe`ses 24, Soc. Math. France (2007), 33-67.
[11] J.M. Lee, Introduction to smooth manifolds, Springer-Verlag, New-York, 2003.
[12] C. McCrory, A. Parusin´ski, Algebraically constructible functions, Ann. Sci. cole Norm. Sup.
30 (1997), 527-552.
[13] C. McCrory, A. Parusin´ski, Virtual Betti numbers of real algebraic varieties, C. R. Math.
Acad. Sci. Paris 336 (2003), no. 9, 763-768.
[14] C. McCrory, A. Parusin´ski, The weight filtration for real algebraic varieties, Topology of
stratified spaces, 121-160, Math. Sci. Res. Inst. Publ. 58, Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge, 2011.
[15] C. Procesi, G. Schwarz, Inequalities defining orbit spaces, Invent. Math. 81 (1985), 539-554.
[16] M. Shiota, Nash manifolds, Lectures Notes in Math., 1269, Springer-Verlag, 1987.
[17] B. Totaro, Topology of singular algebraic varieties, Proc. Int. Cong. Math. Beijing (2002),
533-541.
20
